
Семинар 14. 

Процесс ортогонализации Грама-Шмидта. 

Определение. Два ненулевых вектора называются ортогональными, 

если их скалярное произведение равно нулю: 𝑥⃗ ⊥ 𝑦⃗ ⇔ (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 0 . 

Определение. Вектор называется нормированным (единичным), если его 

длина равна единице: |𝑥⃗|  = 1. 

Определение. Базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}называется ортонормированным, если 

векторы базиса нормированы и попарно ортогональны, то есть: 

(𝑒𝑖 , 𝑒𝑗) = {
0 при 𝑖 ≠ 𝑗,
1 при 𝑖 = 𝑗.

 

 

Процесс ортогонализации позволяет построить из произвольной 

линейно независимой системы векторов {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}  

ортонормированную систему ненулевых векторов {ℎ⃗⃗1, … , ℎ⃗⃗𝑛} и состоит 

в следующем.  

Полагаем 𝒈⃗⃗⃗𝟏 = 𝒆⃗⃗𝟏.  

Последующие векторы 𝒈⃗⃗⃗𝟏, … , 𝒈⃗⃗⃗𝒏 находятся из рекуррентных формул  

𝒈⃗⃗⃗𝒌 = 𝒆⃗⃗𝒌 −∑𝜶𝒌𝒊𝒈⃗⃗⃗𝒊

𝒌−𝟏

𝒊=𝟏

. 

Коэффициенты 𝛼𝑘𝑖 однозначно определяются условием 

ортогональности вектора 𝑔⃗𝑘 векторам 𝑔⃗1, … , 𝑔⃗𝑘−1: 

𝜶𝒌𝒊 =
(𝒆⃗⃗𝒌, 𝒈⃗⃗⃗𝒊)

(𝒈⃗⃗⃗𝒊, 𝒈⃗⃗⃗𝒊)
. 

Таким образом, получаем ортогональный базис {𝒈⃗⃗⃗𝟏, … , 𝒈⃗⃗⃗𝒏}. 

 Нормируя векторы 𝑔⃗1, … , 𝑔⃗𝑛, получаем ортонормированный базис 

{𝒉⃗⃗⃗𝟏, … , 𝒉⃗⃗⃗𝒏}, где  𝒉⃗⃗⃗𝒊 =
𝒈⃗⃗⃗𝒊

|𝒈⃗⃗⃗𝒊|
, 𝒊 = 𝟏…𝒏. 



Задача 1. 

Дана матрица Грама скалярного произведения 𝐺 = (
2 −1
−1 4

) в базисе {𝑒1, 𝑒2}. 

Ортогонализовать базис {𝑒1, 𝑒2}. Сделать проверку с помощью матрицы 

перехода. 

Решение: 

Ортогонализуем базис 𝑆 = {𝑒1, 𝑒2} методом Грама-Шмидта. 

                                                             𝑓2 = 𝑒2 − 𝛼𝑓1 

                                                                                     −𝛼𝑓1  

                                                                                          𝑒2 

                                                                                                               𝑓1 = 𝑒1  

Строим ортобазис 𝐹 = {𝑓1, 𝑓2}: 

пусть  𝑓1 = 𝑒1 ⇒ 𝑓2 = 𝑒2 − 𝛼𝑓1(∗),  

где коэффициент 𝛼 найдём таким, чтобы (𝑓1, 𝑓2) = 0.  

Умножим скалярно равенство (∗) на 𝑓1: 

(𝑓1, 𝑓2) = (𝑓1, 𝑒2) − 𝛼(𝑓1, 𝑓1) ⇒ 0 = (𝑒1, 𝑒2) − 𝛼(𝑒1, 𝑒1) ⇒ 𝛼 =
(𝑒1, 𝑒2)

(𝑒1, 𝑒1)
=
−1

2
⇒ 

𝑓2 = 𝑒2 − 𝛼𝑓1 = 𝑒2 +
1

2
𝑒1 =

1

2
𝑒1 + 𝑒2 = (

1

2
, 1),        𝑓1 = 𝑒1 + 0 ∙ 𝑒2 = (1,0). 

Получили ортогональный базис 𝐹 = {𝑓1, 𝑓2}.  

Теперь нормируем его и получим ортонормированный базис 𝐻 = {ℎ⃗⃗1, ℎ⃗⃗2}, где 

ℎ⃗⃗1 =
𝑓1

|𝑓1|
,   ℎ⃗⃗2 =

𝑓2

|𝑓2|
. 

Найдём модули векторов {𝑓1, 𝑓2}: |𝑓1| = √(𝑓1, 𝑓1) = √(𝑒1, 𝑒1) = √2, 



|𝑓2| = √(𝑓2, 𝑓2) = √(
1

2
1) (

2 −1
−1 4

)(
1

2

1
) = √(0

7

2
)(

1

2

1
) = √

7

2
  . 

Тогда  

ℎ⃗⃗1 =
𝑓1

|𝑓1|
=
𝑒1

√2
=
1

√2
(1,0);  ℎ⃗⃗2 =

𝑓2

|𝑓2|
= √

2

7
(
1

2
, 1) . 

Проверим ортонормированность построенного базиса 𝐻 = {ℎ⃗⃗1, ℎ⃗⃗2} с помощью 

матрицы перехода: 

𝐺𝐻 = 𝑃
𝑇𝐺𝑆𝑃,  

где 𝑃𝑇 −  матрица перехода от базиса 𝑆 к базису 𝐻. 

Матрица перехода состоит из координат новых базисных векторов в старом 

базисе: 

𝑃𝑆→𝐻 =

(

 
 

1

√2

√2

√7
∙
1

2

0
√2

√7 )

 
 
. 

Тогда 

𝐺𝐻 = 𝑃
𝑇𝐺𝑆𝑃 =

(

 
 

1

√2
0

√2

√7
∙
1

2

√2

√7)

 
 
(
2 −1
−1 4

)

(

 
 

1

√2

√2

√7
∙
1

2

0
√2

√7 )

 
 
= 

=

(

 
 
√2 −

1

√2

0
7

2
√
2

7)

 
 

(

 
 

1

√2

√2

√7
∙
1

2

0
√2

√7 )

 
 
= (
1 0
0 1

) = 𝐸 . 

Получилась единичная матрица, значит базис 𝐻 = {ℎ⃗⃗1, ℎ⃗⃗2} 

ортонормированный. 

 



Задача 2. В пространстве 𝑹3 задан базис 𝑒1 = (1,−1,1), 𝑒2 = (2,−3,4), 

𝑒2 = (2,2,6). Скалярное произведение задается формулой (𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 +

𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3. Ортогонализировать систему векторов {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}. 

Решение.  

Сформируем новый ортогональный базис 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3. 

1. Пусть 𝒇𝟏 = 𝒆𝟏 = (𝟏,−𝟏, 𝟏) 

 

2. 𝑓2 зададим, как 𝑓2 = 𝑒2 − 𝜆21𝑓1, где 𝜆21 - некоторый коэффициент.  

Подберем 𝜆21 таким образом, чтобы векторы 𝑓1 и 𝑓2 были ортогональны: 

(𝑓1, 𝑓2) = (𝑓1⏟
𝑒1

, 𝑒2 − 𝜆21 𝑓1⏟
𝑒1

) = 0 ⇒ (𝑓1, 𝑒2) − 𝜆21(𝑓1, 𝑓1) = 0 ⇒ 𝜆21 =
(𝑓1, 𝑒2)

(𝑓1, 𝑓1)

=
(𝑓1, 𝑒2)

|𝑓1|
2

 

(𝑓1, 𝑒2) =(𝑒1, 𝑒2) = 1 ⋅ 2 + (−1) ⋅ (−3) + 1 ⋅ 4 = 9 

(𝑓1, 𝑓1) =(𝑒1, 𝑒1) = 1 ⋅ 1 + (−1) ⋅ (−1) + 1 ⋅ 1 = 3 

𝜆21 =
9

3
= 3 

𝑓2 = 𝑒2 − 3𝑓1 = 𝑒2 − 3𝑒1 = (2;−3; 4) − 3(1;−1; 1) = (−1; 0; 1) 

𝒇𝟐 = (−𝟏; 𝟎; 𝟏) 

 

3. 𝑓3 = 𝑒3 − 𝜆31𝑓1 − 𝜆32𝑓2, где 𝜆31, 𝜆32 - некоторые коэффициенты, 

подобранные таким образом, чтобы векторы 𝑓3 и 𝑓1, 𝑓3 и 𝑓2 были 

ортогональны: (𝑓3, 𝑓1) = 0, (𝑓3, 𝑓2) = 0 

(𝑓1, 𝑓3) = (𝑓1, 𝑒3 − 𝜆31𝑓1 − 𝜆32𝑓2) = 0 ⇒ (𝑓1⏟
𝑒1

, 𝑒3) − 𝜆31 (𝑓1⏟
𝑒1

, 𝑓1⏟
𝑒1

) − 𝜆32 (𝑓1, 𝑓2)⏟  
0 т.к. 𝑓1⊥𝑓2

= 0 ⇒ 𝜆31 =
(𝑓1, 𝑒3)

(𝑓1, 𝑓1)
=
(𝑓1, 𝑒3)

|𝑓1|
2

 

(𝑓1, 𝑒3) =(𝑒1, 𝑒3) = 1 ⋅ 2 + (−1) ⋅ 2 + 1 ⋅ 6 = 6 

(𝑓1, 𝑓1) =(𝑒1, 𝑒1) = 1 ⋅ 1 + (−1) ⋅ (−1) + 1 ⋅ 1 = 3   ⇒ |𝒇𝟏| = √𝟑 

𝜆31 =
6

3
= 2 



 

(𝑓2, 𝑓3) = (𝑓2, 𝑒3 − 𝜆31𝑓1 − 𝜆32𝑓2) = 0 ⇒ 

(𝑓2, 𝑒3) − 𝜆31 (𝑓1, 𝑓2)⏟  
0 т.к. 𝑓1⊥𝑓2

− 𝜆32(𝑓2, 𝑓2) = 0 ⇒ 𝜆32 =
(𝑓2, 𝑒3)

(𝑓2, 𝑓2)
=
(𝑓2, 𝑒3)

|𝑓2|
2

 

(𝑓2, 𝑒3) =(𝑓2, 𝑒3) = (−1) ⋅ 2 + 0 ⋅ 2 + 1 ⋅ 6 = 4 

(𝑓2, 𝑓2) = (−1) ⋅ (−1) + 0 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1 = 2   ⇒ |𝒇𝟐| = √𝟐 

𝜆32 =
4

2
= 2 

𝑓3 = 𝑒3 − 2𝑓1 − 2𝑓2 = (2; 2; 6) − 2(1;−1; 1) − 2(−1; 0; 1) = (2; 4; 2) 

 

𝒇𝟑 = (𝟐; 𝟒; 𝟐) 

 

(𝑓3, 𝑓3) = 2 ⋅ 2 + 4 ⋅ 4 + 2 ⋅ 2 = 24   ⇒ |𝒇𝟑| = 𝟐√𝟔 

 

Таким образом, построена новая ортогональная система 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3. 

Нормируем эту систему векторов,  поделив каждый элемента 𝑓𝑖 на его 

длину, получим ортонормированную систему векторов ℎ1, ℎ2, ℎ3 

ℎ1 =
𝑓1

|𝑓1|
= (

1

√3
;
−1

√3
;
1

√3
),  

ℎ2 =
𝑓2

|𝑓2|
= (

−1

√2
; 0;

1

√2
), 

ℎ3 =
𝑓3
|𝑓3|

= (
1

√6
;
2

√6
;
1

√6
) 

Проверка : (ℎ1, ℎ1) = 1; (ℎ2, ℎ2) = 1; (ℎ3, ℎ3) = 1; 

 (ℎ1, ℎ2) = 0; (ℎ2, ℎ3) = 0; (ℎ1, ℎ3) = 0 

 

Задача 3. Ортогонализировать  базис {𝑒1, 𝑒2}, матрица Грама в котором имеет 

вид  𝐺 = (
1 −1
−1 2

) 

Решение.  

Пусть новый ортогональный базис 𝑓1, 𝑓2. 

Из матрицы Грама: (𝑒1, 𝑒1) = 1, (𝑒1, 𝑒2) = −1, (𝑒2, 𝑒2) = 2 

1. Пусть 𝑓1 = 𝑒1, ℎ1 =
𝑒1

|𝑒1|
=
𝑒1

1
= 𝑒1 



2. 𝑓2 зададим, как 𝑓2 = 𝑒2 − 𝜆𝑓1, где 𝜆 - некоторый коэффициент, подобранный 

таким образом, чтобы векторы 𝑓1 и 𝑓2 были ортогональны: 

(𝑓1, 𝑓2) = (𝑓1⏟
𝑒1

, 𝑒2 − 𝜆 𝑓1⏟
𝑒1

) = 0 ⇒ (𝑓1, 𝑒2) − 𝜆(𝑓1, 𝑓1) = 0 ⇒ 

𝜆 =
(𝑓1, 𝑒2)

(𝑓1, 𝑓1)
=
(𝑓1, 𝑒2)

|𝑓1|
2

 

(𝑓1, 𝑒2) =(𝑒1, 𝑒2) = −1 (следует из матрицы Грама) 

(𝑓1, 𝑓1) =(𝑒1, 𝑒1) = 1 (следует из матрицы Грама) 

𝜆21 = (
−1

1
) = −1 

𝑓2 = 𝑒2 + 𝑓1 = 𝑒2 + 𝑒1 

ℎ2 =
𝑓2
|𝑓2|

=
𝑓2

√(𝑓2; 𝑓2)
 

(𝑓2, 𝑓2) = (𝑒2 + 𝑒1, 𝑒2 + 𝑒1) = (𝑒2, 𝑒2) + 2(𝑒2, 𝑒1) + (𝑒1, 𝑒1) = 2 − 2 + 1 = 1 

|𝑓2| = 1 ⇒ ℎ2 =
𝑓2
|𝑓2|

= (𝑒1 + 𝑒2) 

Таким образом, новый ортонормированный базис {𝑒1, 𝑒1 + 𝑒2} 

Сделаем проверку:  

𝑃 = (
1 1
0 1

). 

Тогда 

𝐺𝐻 = 𝑃
𝑇𝐺𝑆𝑃 = (

1 0
1 1

) (
1 −1
−1 2

) (
1 1
0 1

) = 

 

= (
1 −1
0 1

) (
1 1
0 1

) = (
1 0
0 1

) = 𝐸 . 

 

 

 



Задача 4.  Даны векторы 𝑝1(𝑥) = 1, 𝑝2(𝑥) = 𝑥, 𝑝3(𝑥) = 𝑥
2  пространства 

С[−1; 1] со скалярным произведением (𝑓, 𝑔) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
. Выполнить 

ортогонализацию данных векторов. 

 

Решение.  

Пусть новый ортогональный базис 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥). 

1. Пусть 𝑓1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) = 1 

2. 𝑓2 зададим, как 𝑓2 = 𝑝2(𝑥) − 𝛼𝑓1. Из условия ортогональности 

(𝑓1, 𝑓2) = 0 ⇒ (𝑓1, 𝑓2) = (𝑓1, 𝑝2) − 𝛼(𝑓1, 𝑓1) = 0 ⇒ 𝛼 =
(𝑓1,𝑝2)

(𝑓1,𝑓1)
=
(𝑓1,𝑝2)

|𝑓1|
2

 

(𝑓1, 𝑝2) = ∫ 𝑓1(𝑥)⏟  
𝑝1(𝑥)

𝑝2(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= ∫ 1 ⋅ 𝑥𝑑𝑥

1

−1
=
𝑥2

2
|
−1

1

= 0  

⇒ 𝑓2(𝑥) = 𝑝2(𝑥) − 0 ⋅ 𝑓1 = 𝑥 

3. 𝑓3(𝑥) = 𝑝3(𝑥) − 𝛽𝑓1(𝑥) − 𝛾𝑓2(𝑥). Из условий ортогональности 

векторов 𝑓3 и 𝑓1, 𝑓3 и 𝑓2 найдем коэффициенты 𝛽, 𝛾:  

(𝑓1, 𝑓3) = (𝑓1, 𝑝3 − 𝛽𝑓1 − 𝛾𝑓2) = 0 ⇒ (𝑓1⏟
𝑝1

, 𝑝3) − 𝛽 (𝑓1⏟
𝑝1

, 𝑓1⏟
𝑝1

) − 𝛾 (𝑓1, 𝑓2)⏟  
0 т.к. 𝑓1⊥𝑓2

= 0 ⇒ 

𝛽 =
(𝑓1, 𝑝3)

(𝑓1, 𝑓1)
=
(𝑓1, 𝑝3)

|𝑓1|
2

 

(𝑓1, 𝑝3) = ∫ 𝑓1(𝑥)⏟  
𝑝1(𝑥)

𝑝3(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 1 ⋅ 𝑥2𝑑𝑥
1

−1

=
𝑥3

3
|
−1

1

=
2

3
 

(𝑓1, 𝑓1) = ∫ 1 ⋅ 1𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 1𝑑𝑥
1

−1

= 𝑥|−1
1 = 2 

⇒ 𝛽 =
2
3⁄

2
=
1

3
 

(𝑓2, 𝑓3) = (𝑓2, 𝑝3 − 𝛽𝑓1 − 𝛾𝑓2) = 0 ⇒ (𝑓2, 𝑝3) − 𝛽 (𝑓2, 𝑓1)⏟  
0

− 𝛾(𝑓2, 𝑓2) = 0 ⇒ 

𝛾 =
(𝑓2, 𝑝3)

(𝑓2, 𝑓2)
=
(𝑓2, 𝑝3)

|𝑓1|
2

 

(𝑓2, 𝑝3) = ∫ 𝑓2(𝑥)𝑝3(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 𝑥 ⋅ 𝑥2𝑑𝑥
1

−1

=
𝑥4

4
|
−1

1

= 0 ⇒ 𝛾 = 0 



𝑓3(𝑥) = 𝑝3(𝑥) −
1

3
𝑓1(𝑥) + 0 ⋅ 𝑓2(𝑥) = 𝑥

2 −
1

3
 

  

Таким образом, новый ортогональный  базис {1, 𝑥, 𝑥2 −
1

3
}. 

Нормируем его: 

(𝑓1, 𝑓1) = ∫ 1 ⋅ 1𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 1𝑑𝑥
1

−1

= 𝑥|−1
1 = 2 ⇒ |𝑓1| = √2 

(𝑓2, 𝑓2) = ∫ 𝑥 ⋅ 𝑥𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

−1

=
𝑥3

3
|
−1

1

=
2

3
⇒ |𝑓2| =

√2

√3
 

(𝑓3, 𝑓3) = ∫ (𝑥2 −
1

3
)
2

𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (𝑥4 −
2

3
𝑥2 +

1

9
)𝑑𝑥

1

−1

= 

=
𝑥5

5
|
−1

1

−
2𝑥3

9
|
−1

1

+
𝑥

9
|
−1

1

=
2

5
−
4

9
+
2

9
=
2

5
−
2

9
=
8

45
⇒ |𝑓3| =

2

3
√
2

5
 

ℎ1(𝑥) =
𝑓1(𝑥)

|𝑓1|
=
1

√2
 

ℎ2(𝑥) =
𝑓2(𝑥)

|𝑓2|
= √

3

2
𝑥 

ℎ3(𝑥) =
𝑓3(𝑥)

|𝑓3|
=
3

2
√
5

2
(𝑥2 −

1

3
) 

Таким образом, новый ортонормированный  базис 

 {
1

√2
, √
3

2
𝑥,
3

2
√
5

2
(𝑥2 −

1

3
)}  

 

Домашняя  работа: 

Типовой расчет задача 14. 

Задача*. Даны векторы 𝑝1(𝑥) = 1, 𝑝2(𝑥) = 𝑥 + 1, 𝑝3(𝑥) = −𝑥
2 − 1  пространства 

С[−1; 1] со скалярным произведением (𝑓, 𝑔) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0
. Выполнить 

ортогонализацию данных векторов. 

 
 


